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1. INTRODUCCIO
Quan hom intents copsar la importancia de l'obra de LEON-
HARD EULER (1707-1783) en arees com la Teoria de Nombres o l'Al-
gebra, cal tenir present que, en l'epoca d'EULER, aquestes branques
de la Matemtica tot-just estaven emergint de llur "prehistoria" i te-
nien, per tant, un caracter moltes vegades experimental.
L'Aritmetica de DIOFANT D'ALExANDRIA, per exemple, malgrat
les traduccions que en feren en el mon crab, romangue ignorada a
Europa fins a la segona meitat delsegle XV, i no fou fins a entrat el
segle XVII que compta amb un lector creatiu: FERMAT.
Hom pot dir que EULER fou el seguent estudios de l'obra de
DIOFANT. EULER, partint de les moltes vegades enigmatiques afirma-
cions de FERMAT, descrobri multitud de propietats remarcables dels
nombres enters, preparant d'una manera admirable el naixement
de les Disquisitiones Arithmeticae de GAUSS.
Centenars i centenars d'equacions diofantiques tractades per
ell constitueixen la base de 1'estudi de les formes quadratiques, de
les formes de gran superior, de les corbes el•liptiques i de nombro-
ses recerques en Geometria algebrica, que arriben fins als nostres
dies.
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El problema, no resolt encara avui dia, de saber si existeix una
infinitat de nombres perfectes es plantejat des de la matematica gre-
ga, i es, probablement, en gran part responsable del rigoros estudi
de la divisibilitat que fa EUCLIDES en els seus Elements.
En el llibre IX dels Elements (v. [7]), EUCLIDES demostra que
tots els nombres de la forma 2n-I (2n -1) son perfectes, sempre que
2" - 1 sigui un nombre primer. En aquest mateix llibre EUCLIDES
prova que, de nombres primers, n'existeix una infinitat.
El seguent nombre perfecte P5 = 2 12 (213- 1) = 33.550.336 no
fou trobat fins al segle XV. CATALDI (1548-1626) allarga la llista de
nombres perfectes amb dues unitats mes: P6 = 216 (217 _ 1) =
8.589.869.056, P7 = 218 (219 - 1), i demostra que tot nombre per-
fecte del tipus assenyalat per EUCLIDES acabava o be amb 6 o be amb
8.
En una Carta a MERSENNE, datada el 1640, FERMATfeu tres afir-
macions que considers basiques per a la descoberta de nombres
perfectes, i que digue que havia provat fent un esforc considerable.
Aquestes eren:
1) Perque 2'- 1 fos un nombre primer, calla que n fos primer.
2) Si p era un nombre primer, 2P - 2 era divisible per p.
3) Si 2P - 1 era compost, per a un p primer, els seus divisors
propis eren del tipus 2 kp + 1 (Per exemple 211-1 = 2389, el 47 di-
videix 223 - 1 i el 223 divideix 237 - 1).
Els nombres Mp ^= 2P -1, amb p primer, son anomenats des de
llavors nombres de MERSENNE.
Poc temps despres, en una Carta a FRENICLE DE BESSY, FERMAT
afirma que tenia una demostracio del fet que, per a tot primer p i tot
enter x no divisible per p, el nombre xP-1 - 1 era sempre divisible
per p, generalitzant aixi l'afirmacio feta en el cas x = 2. Aquesta
proposicio es la que ha arribat als nostres dies amb el nom de petit
teorema de Fermat. De FERMAT, pero, hom no en coneix cap prova.
EULER s'interessa pel problema dels nombres perfecter durant
tota la seva vida. En un treball de l'any 1732 (v. [2]) s'adona que, si
p = 4 in -1 i q = 8 in -1 eren primers, llavors 2P -1 = 2(9-I)/2 -1 era
divisible per q; obtingue per mitja d'aquest resultat que els nom-
bres de MERSENNE eren compostos pels valors de p = 11, 23, 83,
131, 179, 191, 239, etc. Com que, segons observa, 223 1 M37, 431
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M43, 1103 I M29 i 439 1 M73, conjecture EULER en aquest treball
que, a part dels casos esmentats, per tot altre primer p < 50, 21-1 M
era perfecte. (Posteriorment EULER afegi a la relac16 anterior de
nombres de MERSENNE compostos el M41 i el M47). EULER justifica
axi les seves afirmacions:
Deduxi has observationes ex theoremate quodam non
ineleganti, cuius quidem demonstrationem quoque non
habeo, verum tamen de eius veritate sum certissimus.
Theorema hoc est: a" - b" semperpotest dividi per n + 1, si
n + I fuerit numerus Primus atque a et b non possint per
eum dividi; eo autem difficiliorem Auto eius demonstra-
tionem esse, quia non est verum, nisi n + 1 sit numerus
Primus.
El 1736 (v. [4]) EULER dons per primera vegada una demostra-
c16 del p etit teorema de FERMAT. La demostracio d'EULER en aquella
ocasio fou la seguent: donat un primer p, horn to que
2P=(1+1)P=1+p+ P(P1) +...+p+1=2+kp,
2.1
3P = (1 + 2)P = 1 + mp + 2P,
3P - 3 - (2P - 2) = mp,
(i+a)P= 1 +np+aP,
( 1 + a)P - (1 + a) - (aP - a) = np.
Per tant, si aP - a es divisible per p, tambe ho reran (a + 1)P - (a
+ 1), .. , (a + b)P - (a + b). Corn que per a = 2, 2P - 2 es divisible
per p, per tot nombre x, posant x = 2 + b, l'expressio xP - x sera di-
visible per p.
El 1747 (v. [7]) EULER prove que, si 2P -1 era compost, per un
p primer, Ilavors els seus divisors propis tenien, efectivament, la
forma predita per FERMAT. El seu raonament fou el seguenf: si q es
un divisor primer de 2P - 1, corn que mcd (2 - 1, 29-1- 1) = 29- 1,
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on g = mcd (p, q - 1) i que divideix sempre 29- 1-13 caldra que sigui
q > 1; pero com que p es primer , cal que p I q -1. Es a dir, q = sp +
1, pero s cal que sigui parell , degut al fet que q es primer.
Fent us novament del petit teorema de FERMAT el resultat ante-
rior pot esser refinat; hom pot veure aixi que tot divisor de Mp, per
p > 2, es del tipus 8 k ± 1 (cf. [34], Ch . 1, Th. 19).
En una carta a BERNOULLI escrita el 1772, EULER li comunica
que havia pogut establir el caracter primer del M31 i, per tant, que
P8 = 230 M31 era el vuit e nombre perfecte . Per aix6 EULER havia exa-
minat tots els primers dels tipus 248 + 1 i 248 n + 63 mes petits que
46.339.
Per veure fins a quin punt l'us del petit teorema de FERMAT fa-
cility la recerca d'aquest nombre erfecte podem fer el seguent cal-
cul. Poseur MP = 2P - 1 i sP = [ M p].
Siguin cp = it ( s) el nombre de primers mes petits o iguals que
sP, fp = Tt2 p 1 ( sP) el de primers mes petits o iguals que sP continguts
a la progressio aritmetica { 1 + t 2 p}, i ep el nombre de primers de la
forma anterior que, a mes, poden esser escrits com 8 k ± 1. D'en-
trada, el nombre de divisions que EULER hauria necessitat per a es-
tablir el caracter primer del M31 hauria estat c31 = it (46.340) =
4.792. El treball del 1747 li permetia limitar-se a un total de f31 =
157 divisions , mentre que en el procediment que finalment segui
li'n bastaren
e31 = T1248, I (S31) + 8248,63 (S31) = 84.
Avui dia, en que la tasca de fer operacions ha esdevingut quel-
com mes facil, hom coneix un total de vint-i-set nombres perfec-
ter. El darrer correspon al valor p = 132.049.
En el treball [14], publicat el 1760, EULER dona la celebre ge-
nera l itzaciO del petit teorema de FERMAT. El teorema 10 d'aquest
treball diu exactament:
Exponens minimxpotestatis x°, que per numerum N ad x
primum divisa unitatem relinquit , vel est aqualis nurnero
partium ad N primarum vel huius numeri semissis aliave
emus pars aliquota.
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Escrivim, d'acord amb la notacio introduida per GAUSS en les
Disquisitiones, (p (N) per indicar el nombre d'enters positius pri-
mers amb N mes petits que N. En el mateix treball, EULER prova, a
mes a mes, que cp es una funcio multiplicativa, que cp (pm) = pm-1 (p
- 1), per un p primer, i obte, per tant, el valor de (p per a qualsevol
nombre natural. Val a dir, pero, que la relacio
es deguda a GAUSS.
d N
(p (d) = N
Amb relacio amb el petit teorema de FERMAT, seria injust no fer
esment d'una demostracio donada per LEIBNIZ, car es anterior a la
d'EULER. L'any 1894, G. CACCA troba a la Biblioteca de Hannover
uns manuscrits de LEIBNIz, anteriors al 1683, en els quals aquest
matematic provava aixi 1'esmentat resultat: sigui x = a + b + c ....
i sigui p un primer. Llavors cada coeficient multinomial que apa-
reix en el calcul de xP-E aP es divisible per p; posant a = b = c ... _
1 veiem que xP - x es multiple de p, per tot enter x.
Si be a 1'Aritmetica de NICOMAC (- 100 a. de C.) hom ja afirma
que tot nombre perfecte es del tipus trobat per EUcLinEs, no fou
fins a un treball postum d'EuLER [19] que fou demostrat que tot
nombre perfecte parell era de la forma 2P-1 (2P - 1).
En un altre treball postum [20] EULER demostra aixi mateix
que, si existis un nombre perfecte imparell, aquest seria del tipus
q4 d +1p^ai
„psas, on els p; (1-i<s)
son nombres primers diferents de 2, i q es un primer de la forma 4 n
+ 1.
Fins avui hom no ha trobat cap nombre perfecte imparell. Se
sap, pero, que no n'hi ha cap de mes petit que 10so
2.2 Nombres de Fermat. Arrels primitives
Cum autem numeros a binario quadratice in se ductos et
unitate auctos esse semper numeros primos apud me cons-
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tet et lam dudum Analystis illius theorematis veritas fue-
rit significata, nempe esse primos 3, 5, 17, 257, 65537, etc.
in infinit, nullo negotio etc."
P. DE FERMAT, [16].
EIS anomenats nombres de FERMAT son els de la forma F. = 22n
+ 1. Amb 0 < n - 4 aquests nombres son primers. En una Carta a
FRENICLE, datada el 1640, FERMAT afirma la seva creenca que tots
aquests nombres serien primers, si be aquest cop admete que,
d'quest resultat, no en tenia cap demostracio. El 1654 demand a
PASCAL que s'encarregues de 1'estudi d'aquesta g6est16.
GOLDBACH, en una carta a EULER de l'any 1729, crida l'atencio
d'aquest sobre la conjectura de FERMAT. EULER demostra prlmera-
ment que Si a, b eren nombres enters primers entre ells, flavors tot
divisor de a2" + ben o be era 2, o be tenia la forma 2" +' k + 1. Aixi
tot factor del F5 seria del tipus 64 k + 1; fent k = 10 troba la des-
composicio (v. [2])
F5 = 232 + 1 = 641 • 6700417,
contradint d'aquesta manera l'afirmacio feta per FERMAT.
Fins avui hom no ha trobat cap altre nombre de FERMAT pri-
mer. Com sabem , aquests nombres intervenen en les construc-
cions amb regle i compas per mitja del resultat, descobert i provat
per GAUSS, que diu que un poligon de F„ costats podia esser cons-
truct amb regle i compas quan F. era primer. GAUSS afirma, sense
donar-ne demostracio, que el reciproc era tambe cert: perque un
poligon de in costats fosconstruible, calla que in fos producte
d'una potencia de dos per primers del tipus Fn, dos a dos diferents.
La demostracio esmentada de GAUSS es basada en 1'estudi dels
periodes de les equacions ciclot6miques. En la introduccio de
1'Art. 7 de les Disquisitiones, GAUSS afirma que els principis de la seva
teoria s'apliquen no solament a les funcions circulars (sin, cos, etc.)
"sed pari successu ad multas alias functiones transcendentes applica-
ri possunt, e.g. ad eas quay ab integrali
f dx
,J
-I--x
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pendent". Vint-i-cinc anys despres , ABEL I JACOBI donaren un fort
impuls a l'estudi de les funcions el • liptiques . Amb aquests mitjans,
ABEL. prova en els numeros 2 i 3 del journal de Crelle el resultat in-
tuit per GAUSS : Si M= 2' pI ... pt, on pi (1 - i -_ t) son primers de
FERMAT dos a dos diferents , llavors la lemniscata podia esser dividi-
da en m parts iguals fent us del regle i el compas . ( Aquest teorema
to tambe una estreta relacio amb 1'estudi de les extensioins " abelia-
nes"). El reciproc del teorema d'ABFL, aixi com el de GAUSS , es tan-
mateix cert . ROSEN [32] n ' ha publicat recentment una demostracio.
L'article de ROSEN constitueix una deliciosa introduccio a l'estudi
de 1'aritmetica de les corbes el-liptiques.
Una altra contribucio destacable d'EULER en el camp de la
Teoria elemental de Nombres es la relacionada amb el Teorema de
WILSON. E. WARING , l'any 1770, fou el primer d ' enunciar que 1 + (p
- 1)! era sempre divisible per p, atribuint aquesta descoberta a SIR
JOHN WILSON (1741-1793). No obstant aixo, en els manuscrits de
LEIBNITZ abans esmentats , hom hi troba tambe una afirmacio equi-
valent . El primer de publicar una demostracio del teorema de WIL-
SON fou LAGRANGE, derivant - lo del petit teorema de FERMAT. El
1773 EULER publica una demostracio del teorema de WILSON que, si
be no es del tot completa, es molt interessant . EULER fa us, per pri-
mera vegada en aquesta demostracio , de 1'existencia d'una arrel
primitiva modul p (amb el llenguatge actual , d'un generador del
grup ciclic FP). Aquest concepte havia estat introduit per LAM-
BERT;Ia denominacio d'arrel primitiva es deguda a EULER , pero la de-
mostracio de la seva existencia per EULER fou defectuosa . Suposant
provat que una tal arrel a existia , EULER procedi com segueix per
demostrar el teorema de WILSON : quan dividim 1, a, a2, .. , ap-2 per
p, les restes ue obtenim son 1 , 2, 3, ... , p - 1, en un determinat
ordre. Aixi a^ I> (p-Z)n tindra la mateixa reta modul p que (p - 1)! Si-
gui p > 2, i posem p = 2 n + 1 . Com que la resta de a° es - 1, llavors
an a2 n (n-I) i per tant (p - 1)! tenen resta - 1.
El 1772 EULER afirma que no coneixia cap regla per al calcul ge-
neral d ' arrels primitives , pero dona una taula amb totes les arrels
primitives de p, amb p primer ; 41.
En les Disquisitions Arithmetic e GAUSS dona dues demostra-
cions de l'existencia d'arrels primitives per un modul p primer i
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veie que, donat un modul m, aquest admetia arrels primitives si i
nomes si m = 2, 4, pa o be 2 pa, amb p primer imparell.
Un resultat curios es que si F. = 22 + I es primer (n > 1), fla-
vors el 3 es una arrel primitiva per a F.
Una conjectura no demostrada d'E. ARTIN afirma que tot en-
ter a $ -1, no quadrat, es una arrel primitiva per a infinits primers.
Una forma mes precisa d'aquesta conjectura, deguda tambe a AR-
TIN, diu que si a $ b°, per n > 1, i si ua (N) indica el nombre de pri-
mers - N per als quals a es una arrel primitiva modul p, flavors
Ua (N) 0.3739558 it (N).
Corn hem vist, p 2F" - 1 sempre. Diguem de passada que la
congruencia p2 2P-I -1 esta lligada amb el primer cas del Teorema
de FERMAT. Si examinem tots els primers p< 100.000 veurem que
per tots, menys per p = 1093 i p = 3511, es verifica que p2 2P--- 1.
A. WIEFERICH demostra l'any 1909 que, perque 1'equacio xP4+ pP =
zP tingues solucions enterer amb p x xyz, calia que p2 x 2P-I - 1.
Fent servir aquest i d'altres criteris del mateix estil, D.H. i EMMA
LEHMER provaren el 1941 que el primer cas del Teorema de FERMAT
era cert per a tot primer p < 253.747.889.
2.3 Aplicacions de lesfraccions continues
Diversos problemes de l'Aritmetica de DIoFArrr condueixen a
l'estudi d'equacions del tipus A x2 + B x + C = y2. El celebre pro-
blema dels bous del Sol d'ARQUIMEDES (v. [7]) porta tambe, en la
seva analisi ultima, a l'estudi de l'equacio y2 - A x2 = 1 amb A =
4.7229.494. En els segles VII i XII, BRAHMEGUPTA 1 BHASCARA, res-
pectivament, feren diverses temptatives per resoldre l'equacio x2 -
A y2 = 1.
FERMAT, el 1657, afirma que l'esmentada equacio posseia una
infinitat de solucions enteres, i el 1659 digue que ho podia provar
amb el seu metode de descens. Desafia tanmateix amb aquest pro-
blema els matematics anglesos LORD BROUNCKER i JoHN WALLIS, els
quals en donaren solucions parcials.
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La idea de fer us de les fraccions continues per a atacar aquest
problema sembla deguda a EULER . El 1759 EULER comenca a ocu-
par-se de l'equacio xz - Ay' = 1, anomenant - la equacio de Pell,
nom que ha perdurat fins als nostres dies . La idea d'EULER fou la se-
guent : si (x, y ) es una solucio en els enters de 1'equaci6 x2 - A y2 =
1, llavors
xz 1
y
2
A+
YZ
per tant
x>^ x+V-A- >2V-A.
y y
Si escrivim l'equacio de Pell en la forma
(y - / ) (y +^) =y2
veiem que
x 1 1 ,
'ly_vr 1 zy Ix+^I 2yz
y
es a dir , x/y cal que sigui una reduIda del desenvolupament en frac-
cio continua de V A.
De totes maneres, demostrar que una tal equacio to sempre
solutions enteres amb y jr 0 no fou fet fins a LAGRANGE el 1770.
Aquest teorema es, de fet , el primer cas conegut del teorema de Di-
RICHLET relatiu a l'existencia d'elements unitaris en els cossos de
nombres.
El 1737 EULER demostra que e i e2 eren irracionals , tambe mit-
jancant 1'6s de les fraccions continues . La formula remarcable des-
coberta per ell : e" = cos x + i sin x (v. [8], Ch. VIII , S 138) li per-
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mete d'obtenir la igualtat e" = - 1, posant un lligam entre it i e que
feu possible deduir moltes propietats de l'un d'aquest nombres en
funcio de les de l'altre. Aixi, el 1761 LAMBERTpogue provar la irra-
cionalitat de it, la de ex, i la de tg x, per x f 0 racional. El perfeccio-
nament del metode seguit per EULER i LAMBERT porta LIOUVILLE, el
1844, a la descoberta dels nombres transcendents.
Potser val la pena esmentar, de passada, que les notacions it, e,
i i (per a representar la unitat imaginaria) foren aixi mateix intro-
duides per EULER.
3, 14159 26535 89793 23846 26433
83279 50288 41971 69399 37510
58209 74944 59230 78164 06286
20899 86280 34825 34211 70679
82148 08651 32723 06647 09384 46
Pour abreger j'ecrirai It au lieu de ce nombre, de sorte que
it = a la demi circonference d'un cercle dont le rayon = 1.
L. EULER.
Des Quantites transcendantes qui naissent du Cercle [8],
Ch. VIII, § 126.
2.4. El cas n = 3 de l'equacio de Fermat i altres equacions diofan-
tiques
Es sey demnach p nick durch 3 theilbar and also unsere
beyden Factoren
4undpp+3qq
untheilbar unter sich , so mii pte ein jeder fur sick ein Cu-
bus seyn. Laft uns dahero pp + 3qq zu einem Cubo ma-
chen, welches geschieht wann man , wie oben gezeigt
worden, setzt
[439]
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p + q =(t+uV--3}; and
p-q\=(t-Uv .
Damit dadurch werde pp + 3 qq = (tt + 3 uu? and also
ein Cubus.
L. EULER
[16], Cap. 15, 5 243.
Particularment interessant es 1'estudi fet per Eul.E.R del cas n
= 3 de 1'equaci6 de FERMATX° + y" = z Els calculs que feu a fi de
provar-hi la no existncia de solucions enteres el portaren a una
equacio diofantica del tipus p2 + 3 q2 = r'. D'aci dedui EULER, sense
donar-ne demostracio (la frase "wie oben gezeigt worden" no s'ha
acabat mai de comprendre) que calla que existissin enters t, u tals
que
p + q =(t+uv3)3.
Sembla que Euler empra, per a arribar a aquesta conclusio, certes
propietats, de la divisibilitat a l'anell Z [V- 3]. Es en aquesta omis-
sio d'EULER on es troba la idea germinal que condui, primer KuM-
MER i despres DEDEKIND, a l'estudi de 1'aritmetica dels cossos de
nombres (cf. [5]).
Les aportacions d'EULER a la resolucio de les equations dio-
fantiques foren constants al llarg de tota la seva vida. Resolgue pro-
blemes proposals per DIOFANT, com el seguent: calcular tots els
nombres racionals x, y, z per als quals x y + x + y, x z + x + z i y z
+ y + z son quadrats. Dona, per exemple, formules parametriques
per al calcul de totes les solutions enteres d'equacions com x3 + y'
= z' + w', x4 + y4 =z4 + w4. Troba totes les solutions enteres
d'equacions del tipus x' + A y3 = B, yz = x' + k, per valors parti-
culars d'A, B i de k.
Casos particulars d'equacions diofantiques de la forma y' = 4
X' - A x - B, on A i B son racionals, tambe havien estat tractats per
FERMAT. Ambdos matematics, EULER i FERMAT, sabien que si (a, b) i
[440]
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(c, d) eren punts racionals de la corba corresponent, la recta que els
unia (o la tangent, si coincidien) tallava la corba novament en un
punt racional. Partint d'un punt racional x, = (a, b), hom obtenia
d'aquesta manera un punt rational x2, i el proces podia esser iterat.
EULER coneixia que, seguint aquest procediment, en certs casoshom obtenia una infinitat de punts racionals i, en certs altres, hom
n'obtenia nomes un nombre finit, pet-6 nova saber pas com distin-
gir-los per endavant!
2.5 Aportacions d'Euler al programa de Bach et
Als pitagorics, moguts per llur interes pel concepte de nombrei per la geometria, hom deu la nocio de nombre poligonal. Els
nombres triangulars, quadrats, pentagonals, etc., son obtinguts tal
com ho van indicant les figures:
Nombres triangulars
1 A 3 6 10 15 21...
Nombres quadrats
. 1 4
•
- J 16 25 36...
Nombres pentagonals
. 1
[441]
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En general, els nombres n-gonals venen donats per les succes-
sives sumes dels termes d'una progressio aritmetica n - 2.
C.G. BACHET, editor de 1'Aritmiica de DiOI-ANT, remarca que
aquest, en el llibre IV, 31, feia servir aparentment que tot enter era
expressable corn la suma de quatre quadrats. Ell mateix comproba
aquest resultat per tots els sencers < 325, i en crida 1'atenci6 de FER-
MAT. FERMAT respongue aixl a BACHET:
Jo vaig ser el primer de descobrir el bell i general teorema
que diu que tot nombre es, o be triangular, o es suma de
dos o de tres nombres triangulars; tot nombre es, o be un
quadrat, o es suma de dos, tres o quatre quadrats; tot
nombre es, o be pentagonal, o es suma de dos, tres, quatre
o tint nombres pentagonals; i aixifins a l'infinit, tant si es
tracta de nombres hexagonals, heptagonals o poligonals.
Ad no en puc donar la demostracio, puix que depen de
nombrosos i abstrusos misteris dels nombres; tint, pero, la
intencio de dedicar un llibre sencer a aquest tema iportar
a terme en aquesta part de l'aritmetica avencos espectacu-
lars, que van mes enlla dels limits coneguts fins ara.
No cal dir, coneixent FERMAT, que el llibre no sortl mai.
EULER publica nombrosos treballs sobre els nombres poligo-
nals. El 1749, i despres de set anys de temptatives, reeixi a provar el
resultat, predit tambe per FERMAT, que tot nombre primer p = 4 n
+ 1 era suma de dos quadrats.
El 1770 (cf. [11], II, Chap. VIII, p. 279), LAGRANGE, basantse
en idees d'EULER, dona la primera demostracio de 1'anomenat teo-
rema de BACHET, segons el qual tot enter n era suma de quatre qua-
drats.
Poc temps despres EULER simplifica de manera considerable la
demostracio de LAGRANGE del teorema dels quatre quadrats i prova
que el teorema per als nombres triangulars era equivalent al fet que
tot enter m = 8 n + 3 era suma de tres quadrats.
LEGENDRE afina aquest resultat provant, el 1785, que tot enter
que no fos del tipus 4r (8 n + 7) era suma de tres quadrats.
Pels voltants del 1754 EULER introdui la nocio de resta qua-
[442]
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dratica: un nombre a es anomenat una resta quadratica modul p si
existeix un enter x per al qual x2 - a es divisible per p. Fent us dels
simbols introduits per LAGRANGE el 1808, aixo s'escriu:
a \ _
l
+ 1 si a es resta quadratica modul p
p J -1 si no ho es,
quan p es un primer que no divideix a.
El 1758 EuLER obtingue el segiient criteri: donat un primer p i
un enter a no multiple de p, llavors a
P-1)
a -1
es divisible per p si i nomes a es resta quadratica modul p, abreuja-
dament:
1(P-1) a
a = ( -
)
(modul p).
p
Usant propietats de les rester quadratiques, concretament que
) =+1 si p=4n+1,
P
EULER dona en el seu Opuscula Analytica [ 18] una nova demostra-
cio del fet que tot primer p = 4 n + 1 era suma de dos quadrats. El
treball [ 17] es particularment interessant , car EULER hi fa una afir-
macio que es deduiria de seguida de la !lei de reciprocitat quadrati-
ca, i que diu que no sap pas com demostrar:
Huius elegantissimi theorematis demonstratio adhuc de-
sideratur, postquam a pluribus iamdudum frustra est in-
vestigata... . Quocirca plurimum is praestitisse censendus
est, cui successerit demonstrationem huius theorematis in-
venire.
L. EULER [17] p. 216.
[443]
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La celebre llei de reciprocitat quadratica:
- l
(^) =(-1)( )( I)a,
q p
p, q primers imparells, descoberta per LEGENDRE , no esdevingue un
teorema fins a les Disquisitiones de GAUSS, on en dona diferents de-
mostracions . A !'Art. 151 d'aquest ilibre , GAUSS comenta aixi una
pretesa demostracio donada per LEGENDRE d'aquesta llei:
Le Gendre etiam demonstration en tentanit, de qua quum
perquam ingeniosa sit in Sect . seq. fusius loquemur. Sed
quoniam in ea plura sine demonstratione supposuit (uti
apse fatetur p. 520. Nous avons suppose seulement etc.),
quae partim a nemine hucusque sunt demonstrata, par-
tim nostro quidem indicio sine theor . fund. ipso demons-
trari nequent , via quam ingressus est, ad scopum deduce-
re non posse videtur, nostraque demonstratio pro prima
erit habenda.
L'omissi0 de LEGENDRE a que GAUSS fa referrencia en el comen-
tari anterior no es sing un cas particular del que esdevindria el teo-
rema de la progressio aritmetica de DIRICHLET (cf. Cap . II, 2.1
d'aquets treball).
En els Art. 291-293 de les Disquisitiones GAUSS demostra no-
vament, fent servir la teoria de les formes quadratiques ternaries,
que tot enter de la forma 8 n + 3 era suma de tres quadrats imparells
i calcula el nombre de maneres en les quals un enter n podia esser
descompost com la suma de nombres triangulars . Aquest nombre
depen , en ultima instancia , del nombre de factors primers de n, i
del nombre h de classes de formes quadratiques de discriminaant -
n. Aquestes recerques foren prosseguides per DIRICHLET, EISENS-
TEIN I JACOBI, i donaren naixenca a una de les aplicacions mes boni-
ques de la teoria de les funcions el•liptiques.
La primera demostracio de l'afirmaci0 de FERMAT,que tot
nombre era suma de m nombres m-gonals, la dona CAUCHY 1'any
1813-15 . La demostracio de CAUCHYfOU simplificada per LEGEN-
DRE. LEGENDRE demostra, a mes, que tot enter > 28 (m - 2)3 era
suma de quatre nombres m- gonals, si m era imparell, i que tot en-
ter > 7 (m - 2)3 ho era de cinc, si m era parell.
[444]
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3. LA FONAMENTACIO PER EULER DE LA TEORIA ANALITICA DE NOMBRES
3.1. La introduccio de la funcio zeta
Si ex serie numerorum primorum sequens formetur ex-
pressio
2n • 3n • 5n • 11 n • etc
(2n-1)(3n-1)(5n-1)(7n-1)(11"-1)etc.
erit emus valor xqualis summx huius seriei
1 1 1 1 1 1
1 +-+-+-+-+-+-+etc.
2n 3n 4n 5n 6n 7
L. EULER, [6] Theorema 8.
Dels cursos de calcul tots sabem que la serie harmonica
00 1
E -
n=1 nS
es convergent per s > 1 i divergent en el cas contrari. Anticipant-
nos a la notac16 introduida per RIEMANN poseur
00 1
(s) _ E -
n=1 ns
sense precisar, de moment, on pertany la variable s.
El calcul de
^
(2) apareix proposat en el text de PIETRO MENGO-
LI Novae Quadraturx Arithmetice, del 1650. WALLIS, LEIBNIz, els
BERNOULLI, GOLDBACH 1 STIRLING s'ocuparen d'aquest problema,
[445]
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donant-ne tots solucions aproximades. GOLDBACH comunici en
una carta a DANIEL BERNOULLI que podia demostrar que
16 2
1 25 = 1,64 < ^(2) < 1 3 = 1,66.
EULER 1 DANIEL BERNOULLI havien conviscut a Sant Petersburg
en el periode que va del 1727 al 1733. Sembla que EULER esdevingue
interessat en aquest problema a traves de D. BERNOULLI. En aquesta
epoca, manipulant una mica en la serie
log (1 -X) 00 X"-I
_- E
X n=1 n
(cf. [4 ]), EULER arriba a la identitat
1
(2) = (log 2)Z + E
n=12"n2
L'avantatge d'aquesta expressio es que la serie
00
E 1/2"n2
n=1
convergeix mes de pressa del que ho fa la serie que defineix (2).
Mitjancant 1'expressi6
1
log2=-log ( 1--) = E 1 0,693147
2 n=I n2"
00 1
E --- 0,951787,
n=1 n 2 2 n
EULER arriba al resultat aproximat ^ (2) - 1,644934.
En el treball [5] Inventio summx cuiusque seriei ex dato termi-
no generali, publicat el 1736, si be hom crew que fou escrit abans
del 1734, EULER obtingue 1'aproximaci6
[446]
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De la definicio de f (x) se segueix que les arrels venen donades per
2nn+a
x=
2nn+n-a.
per n = 0, ± 1, ± 2, .... Per tant
00 x
f(x)= E ( 1- ) C 1-
x
n= - oc 2 nn+a 2nn-n-a
R(
x
-a1
00
x xn ( 1- ) l 1+n1 (2n-1)n - a (2n-1)n+a
\ 1-
x
) \ 1+
x
)2nn+a 2nn-a
Per calcular el terme de la dreta EULER introdueix funcions ele-
mentals simetriques d'infinits termes:
ai ... a1
1
11 ... 1m
m
Si
00
Sm = E am,
1=1
escriu, per analogia amb les formules de NEWTON,
S = a S2 = 62, I , 1 - 2 a2 S3 = 6j - 3 a 62 + 3 a3, ...
Tenint en compte que en el nostre cas a2 = o, hom obte
1 1
_-+
sin a a
[448]
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00 1 - 1 + 1 - 1
n=t ` (2n-1)rt-a (2n-1)n+a 2n7t+a 2nm-a
1 1
_ - +
sine a a2
) ,
m 1 1 1 1
E ,
n - 1
( ((2n-1) rt - (1)2 + ((2n-1) n+a)2 + (2n n + a)2 + (2n n - a)2
1 1 1
_ - +
sin3 a 2 sin a a3
0 1 1 1 - 1
n = t `((2n-1) n-a)3 ((2n-1) n + a)3+(2n it + a)3 (2n Tt-a)3 )
Fent ara a = n/2, EULER obte les identitats
4 1
+
1
It 3 5
8 1 1
7C2
(1 + 32 +
52
+ ...) = 1,
32
(
1 1 1
,713 \ 1 33 + 53 73
Pero, puix que tal com observa EULER
(2) _ (1 + 32 + 52 + ...) + 4 (2),
[449]
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la segona de les identitats abans esmentades 11 permet finalment
d'arribar al resultat exacte
1t2
^(2)=
6
(Amb arguments similaars dedueix aixi mateix que c (4) = 714/90).
DANIEL. BERNOULLI critica en dos punts la demostracio ante-
rior. D'una part feu notar a EULER que no era del tot evident que
tots els zeros de la funcio sin z = sin a fossin reals, i, d'altra part, no
acceptava el fet que horn descompongues les series infinites corn si
fossin polinomis.
La questio relativa als zeros fou provada mes endavant per Eu-
LER, i quant a les objeccions fetes sobre el seu metode, aquest en
reafirma el 1740 la validesa, inaugurant d'aquesta manera 1'6s en
l'Analisi dels produtes infinits i la factoritzacio de funcions tras-
cendents.
El 1737, despres d'haver aconseguit calcular ^(2), EULER insisti
de nou sobre les propietats de la funcio
^ (s). En el treball anomenat
25 • 35 - 55 • 75 • 115...
(s)
(25- 1) (35- 1) (5 5 - 1 ) ( 7 5 - 1 ) ( 11 5 - 1 )...
coneguda com la descomposicio en producte d'EuLER (v. [6]).
Aquesta descomposicio es clau puix que posa en evidencia el paper
que juguen els primers en l'estudi de la funcio ^. De les consequen-
cies que hom n'obte, les quals arriben fins als nostres dies, en parla-
rem una mica mes endavant.
Tots els estudiants coneixen la demostracio feta per EUCLIDES
del fet que existeixen infinits primers, pero val a dir que un dels re-
sultats que mes transcendencia ha tingut en el camp de la Teoria de
Nombres ha estat la redescoberta feta per EULER del teorema d'Eu-
CLIDES. EULFR, en el seu Introductio in analysin infinitorum, del
1748, (v. [8]), procedeix d'aquesta manera, provant que el conjunt
de tots els primers es infinit. Donat que es
[450]
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00 1 1
-1
E -= F1(1 --
n=1 n p
quan p descriu tots els primers (la qual cosa resulta de la descompo-
sicio de tot nombre natural com a producte de primers de manera
unica), si el conjunt de primers fos finit, flavors el terme de la dreta
representaria una quantitat finita, mentre que el de l'esquerra seria
infinit. Aquesta prova, indubtablement mes "dificil" que la donada
per EUCLIDES, to 1'encis d'establir un lligam entre un fet de naturale-
sa algebrica, 1'existencia d'infinits primers, i un fet de naturalesa
analitica, la divergencia de la serie harmonica, i ha estat, hom pot
dir, la idea germinal de l'us de tecniques analitiques en Teoria de
Nombres.
Com una primera aplicacio de les idees introduides per EULER
esmentarem la demostracio de DIRICHLET del teorema de la pro-
gressio aritmetica.
En l'Opuscula analtica EULER havia afirmat que en tota pro-
gressio aritmetica que comences per 1, s'hi trobaven infinits pri-
mers. LEGENDRE havia tambe fet servir, en una pretesa demostracio
de la llei de reciprocitat quadratica, que en tota progressio aritmeti-
ca { a + dm } en que mcd (a, m) = 1 hi havia infinits primers. DIRI-
CHLET, a fi de provar que la serie
pa (modm) p
era divergent, introdui les funcions aritmetiques de valors comple-
xos anomenades caracters (en la terminologia actual correspon als
caracters del grup abelia finit (Z/mZ)= ). A partir d'un caracter x
forma la serie
00
L (x, s) = E
x (n) (Re (s) > 1),
s = 1 ns
veient que admetia una descomposicio en "producte d'EuLER":
L(x,s)= II ( 1- x (p) ^ -1
sp
[451]
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El punt dificil de la demostracio del teorema de la progressio arit-
metica es veure que L (x, 1) $ o, quan x es un caracter real diferent
del caracter unitat. Aquest fet fou provat per DIRICHLET mitjancnt
la teoria de classes de formes quadratiques binaries de GAUSS.
3.2. L'equacio funcional de la zeta
Peut-on penser quelque chose de plus affreux que dire que
0 = 1 - 2" +3n -4n + etc ., oil n est un entier positif?
N. ABEL.
L'any 1749, en el treball titulat Remarques sur un beau rap-
port entre les series des puissances Cant directes que reciproques, pre-
sentat a l'Academia de Berlin (v. [15]), EULER intui 1'equaci6 fun-
cional satisfeta per la funcio ^, anticipant - se aixi mes de cent anys a
les idees de RIEMANN.
Els passos seguits per EUI. FR en aquesta ocasio son tan bells
que no podem menys de detallar - los una mica. A partir de la iden-
titat
1
+x +x2 +... +x"+...
1-x
(certa per I x I < 1) EuLER dedueix, fent x que
1
1-1+1-1+...
2
Aplicant a ('*) l'operador
d
x -
dx
obte
x+2x2+3x3+... _-
x
(1 -x)2
[452]
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que, per x = - 1, li dona
1
1-2+3-4+...= -.
4
Aplicant novament el mateix operador obte
x(1 +x)
2 2 2 3x+2 x +3 x +... _
i, fent x = -1,
(1 -X)3 '
1-22+32-... =0.
D'altra part , tenint en compte els valors de (2) i ^ ( 4) esmentats en
el paragraf anterior, pot posar
1 2 1 1
1-2+3-4+...= -=- 1 +-+- +
4 rte
( ...^,
32 52
1 -2 3'. 1 1
1-23+33-43+... =- - _ 1 + + +...^.
8 4 34 54
A partir d'aci, EULER dedueix les seguents identitats:
1-2+3-4+5-6+... 1•(22-1)
1 1 1 1 1 (2-1)rte
1- 22 + 32 - 42 + 52 - 62 + .. .
12-22+32-42+52-62+...
1 1 1 1 1
1- 23 + 33 - 43 + 53 - 63 + .. .
13-23 + 33-43 +53 -63 + .. .
1 1 1 1 11-
4
+
34
- 44 + 54 - 64 +. . .2
= 0,
1 •2.3(24-1)
(23-1)rt4
[453]
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14-24+34-44+54-64+...
1 1 1 1 1
1- 25 + 35 45 + 55 - 65 + .. .
i conjectura que, si
00 (-1)n
(D (s) = E -,
n = 1 nS
llavors,
= 0,
(_1)(n/2)+' (2n -1) (n -1) !
t(1-n) (2n-1 - 1)rtn
(n) 0, si n es imparell,
sempre que sigui n ? 2. Per n = 1 veu que
1-1+1-1+... 1
1 1 1 21n2
1--+---+...
2 3 4
si n es parell,
Les formules anteriors son reinterpretades mitjancant la formula
unica
c(1-n) -(n-1)!(nn-1) 1tn
cos - .
(D (n) (nn-'-1)rtn 2
EULER conjectura llavors que
I(1 -s) _ F(s )( 25- 1)cosns/2
(D (s) (2s_1 -1) TO
es cert per "tot s". (Cette conjecture paroitra sans doute fort har-
die...). Observa que per s -* la formula de la dreta to per limit exac-
[454]
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tament 1/2 In 2 i comprova que ambdos termes coincideixen quan
1 3
s i s=-.
2 2
(Notem que (D (s) convergeix per s > 0).
Puix que
(D (s) = (1 - 21-5) c (s),
la formula predita per EULER es pot escriure corn
^ (1 - s) = rt5 2'-s F (s) cos
2s
(s).
Observem que, en aquestes formules, hi interve la funcio gamma,
una altra creacio euleriana.
3.3. Un incis en la funcio gamma
Quamobrem huius progressiones 1, 2, 6, 24, 120, 720, etc,
terminus generalis est
f dx (-lx)".
EULER, [1].
En el treball [1 ] del 1730, EULER estengue la funcio factorial n!,
definida per als valors naturals de n, a tots els nombres reals mes
grans que - 1, observant que
n! = f o (- log x)" dx,
(puix que la integral de la dreta convergeix per n real i n > - 1).
[455]
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GAUSS, en un treball del 1813 anomenat Circa seriem infinitam, in-
trodui la notacio
II(s)=f oe-"xsdx (s>-1)
per expressar la integral euleriana anterior. De fet III (s) es definida
per tot nombre complex s tal que Re (s) > 1.
La representacio segiient era tambe familiar a EULER:
II - 1.
n!(n+1)'
(s)
n, (n + 1) (n + 2) ... (n + s)
Aquesta formula to l'avantatge que to sentit per tot s, real o com-
plex, llevat dels valors de s que anul • len el denominador . Amb al-
tres paraules, 1'expressi6
a s
-
1 ( 1 s
R(s)= 11 ( 1+)n n l l+n )
esten la funcio II a una funcio meromorfa del pla, sense zeros i amb
pols en els enters negatius s = - 1, - 2, - 3, .... Hom demostra que
TI(s)=sf(s-1)
(equacio funcional) i que
3
-) I(
s-1
) II'/2,I(s)=2'II
2 2
que es l'anomenada relacio de LEGENDRE. La notacio F (s) per re-
presentar n (s - 1 ) es tanmateix deguda a LEGENDRE , i es la que s'im-
posa a la fl del segle XIX.
[456]
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3.4. Evolucio subseguent de les idees d'Euler: la memoria de Rie-
mann
BERNHARD RIEMANN (1826-1866), amb motiu del seu nomena-
ment de membre de 1'Academia de Ciencies de Berlin en la branca
de Fisiques i Matematiques, ocorregut el 1859, presenta una me-
moria titulada Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gege-
benen Grosse [31], on establi les bases de 1'estudi de la funcio zeta i
posa de relleu la importancia d'aquesta en l'estudi de les lleis que
regeixen la distribucio dels nombres primers.
Partint de la igualtat descoberta per EULER
E 1=u(1-1) 1,
n1 ns pS
RIEMANN representa per ^ (s) la funcio de variable complexa defini-
da en els valors de s que fan aquestes expressions convergents; es a
dir per s complex amb Re (s) > 1.
Substituint nx per x en la representacio integral de la funcio F,
obte
r (s) =
J
x
e" sS-t dx,
n
0
per s > 0, n = 1, 2, 3, .... Sumant aquestes expresions per tot n,
RIEMANN arriba a 1'expressi6
(' ^ xS
-t
F (s) (s) = J 0 e x -1
dx,
per s > 1. A partir d' aci, i calculant la integral
+00
+ 00
(- x)S-1
ex -1
[457]
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al llarg del cami indicat en la figura
RIEMANN troba la relacio
2 i sin ( it s) F (s) c (s) = f + 00 (e x)S
1 dx,
e" -1
la qual facilment es transforma en
(s)=
r(1-s) f+00 (-x)'-1
dx.
2iti - ex-1
Ara be, les formules anteriors son valides " per tot s". En efecte,
com que ex creix molt mes de pressa que xs quan x la integral
es convergent per a tot s real o complex i defineix una funcio anali-
tica complexa (puix que la convergencia es uniforme sobre els com-
pactes ). La funcio c definida mitjancant la relacio anterior es, per
tant , una funcio analitica del pla complex , llevat potser dels punts s
= 1, 2, 3, ..., on la funcio r (1 - s) to pols. Com que aquesta funcio
coincideix amb
cc
E n'
n=1
per a valors reals de s > 1, ho fa, per prolongacio analitica, per a tot
s situat al semipla Re (s) < 1. Com que l'expressio de c (s) en pro-
ducte d'EULER posa en evidencia que c (s) no to cap singularitat per
Re (s) > 1, i, d'altra part
lim c (s)
s- 1
[458]
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veiem que ^ ( s) es una funcio meromorfa del ply complex amb un
unit pol en el punt s = 1, el qual es simple , puix que el de la I' ho
era. Aquest proces de prolongacio analitica , mes semblant a 1'em
prat en el cas de la T' i que difereix del proces fet a trossets , conside-
rant cadenes de discs, propi de WE[ERSTRASS, es el que permet a RIE-
MANN de substituir les manipulations d'Eut_Ek amb series diver-
gents per cylculs amb funcions que estam " veritablement defini-
des". Val a dir, pero, que un altre intent " d'explicar " el resultats
d'EuLEx, potser mes a prop del seu esperit , ha estat fet en els nostres
dies mitjan^ant tecniques d'Anylisi no estyndard.
La funcio aixi obtinguda es coneguda amb el nom de funcio ^
de RIEMANN.
La representacio integral de la ^, canviant ara el sentit del cami
d'integracio , i tenint en compte que les uniques singularitats de la
integral es troben en els punts x = ± 2 n in , permet a RIEMANN, fent
us de la formula integral de CAUCHY, de veure que
2 sin (7t s) 1, (s) ^ ( s) _ (2 n) E ns_I ^(_ I)S-I + is-I^;
es a dir , de demostrar la igualtat
^ (s) = I' (1- s) (2 7z)s-I 2 sin ^
2s
^ ^ (1- s),
que es I'equacio funcional predita per EutER.
Si definim , d'acord amb RIEMANN,
^CS) = scs- HJrs'zr C
^
) 5Cs),
obtenim que ^ (s) es una funcio entera que satisfy 1'equacio funcio-
nal
Mitjan^ant l'equacio funcional veiem que ^ (s) s'anul•la quan s = -
2 n, n natural, I que ^ (s) $ 0 per tot altre valor de s situat en el semi-
[459]
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pla Re (s) < 0. En consequencia, els unics zeros de ^, a part dels tri-
vials, es troben a la franja 0 < Re (s) 6 1, anomenada la "banda cri-
tica" i simetricament situats respecte a la recta Re (s) = 1/2. RIE-
MANN afirma en la seva memoria que es molt probable que tots els
zeros no trivials tinguin, efectivanient, part real igual a 1/2. Corn
sabem, aquesta afirmacio es l'anomenada hipotesi de Riemann,
avui en dia encara no demostrada.
Un teorema degut a HARDY prova que la funcio ^ to una infini-
tat de zeros amb part real 1/2. Se sap que els primers tres milions i
mig de zeros de la zeta tenen part real 1/2. Un celebre resultat de N.
LEVINSON del 1974 afirma que almenys una tercera part dell zeros
de la funcio zeta a la banda critica tenen la part real predita per RIE-
MANN.
2.5. Lligam de la funcio zeta amb el teorema dels nombres pri-
mers
Suma seriei reciprocx numerorum primorum
1 1 1 1 1 1
- + - + - + - + - + - + etc.
2 3 5 7 11 13
est infinite magna, infinities tamen minor quam summa
seriei harmonicx
I 1 1 1
I+ - + - + - + - + etc.
2 3 4 5
Atque illius summa est huius summx quasi logarithmus.
EULER, [6] Theorema 19.
En el treball [6] del 1737 EULER demostra que la serie
1
E-,
p
[460]
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formada amb els reciprocs dels nombres primers, es divergent.
D'altra part, com que la serie
1
nz
convergeix, EULER fa el comentari que hi ha "mes primers que qua-
drats" (... sequitur infinities plures esse numeros primos quam qua-
dratos in serie omnium omnino numerorum).
L'afirmacio d'EULExva pero mes enlla de lade la simple diver-
gencia de la serie E p-1. A partir de la igualtat
1 II 1
E -_ 1--
n=1 n p p
EULER dedueix que
1 1
log
(
Y.
-) =Flog 1-p1
n=1 n
1 1
=E p'+ - p2+ -p3+...^
2 3
1
_ E - + cony.
p
Ara be, fent "x = 1" en el desenvolupament
1 x2 x3
log =x+ -+-+...
1-x 2 3
obte
1 1 1
log =logoc=1 + -+-+....
1-1 2 3
[461]
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n
"divergeix com el logaritme" i EULER pot posar
1 1 1 1 1
- + - + - + - + - + ... log (log ').
2 3 5 7 11
Si interpretem aquesta igualtat en la forma
donat que
1
- = log (logx) (X--+00),
p<x p
log x du x d v
log (log x )
_ f 1
u=
f
e v log v
ens ve a dir que la densitat dels primers al voltant d'un punt v ve a
esser igual a 1/log v.
EULER havia expressat el seu pessimisme sobre el fet que hom
pogues tenir coneixements precisos sobre les lleis que regeixen el
comportament dels primers, sense sospitar que ell estava intro-
duint les eines mes utils per a llur estudi futur. A la introduccio del
seu treball [9] escrivi:
Les mathematiciens on tache jusqu'ici en vain de decou-
vrir quelque ordre dans la progression des nombres pre-
miers, et l'on a lieu de croire que c'est un mystere auquel
l'esprit hurnain ne saurait jamais penetrer. Pours 'en con-
vaincre, on n'a qu'd qu'a jeter les yeux sur les tables des
nombres pemiers que quelques-uns se sont donne la peine
de continuer au-deli de cent mille et l'on s'apercevra
d'abord qu'il n'y regne aucun ordre ni regle.
[462]
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L'any 1785 , LEGENDRE, en el seu Essai sur la theorie des nonz-
bres, introdui la notacio
Tt (x) = E 1
p<x
per representar la funcio que, a un nombre x, li fa correspondre el
nombre de nombres primers inferiors o iguals a x, fent la important
conjectura
x
TE
(x) log x-1,08366
Independentment , GAUSS, l'any 1972, es a dir quan tenia quin-
ze anys, suggeri que la densitat mitjana dels nombres primers at
voltant d'un nombre x vindria donada per 1/log x, proposant la for-
mula
fx du
2 log u
= Li (x) - L1(2)
per a la funcio it (x).
No es clar, tant en un cas corn en 1'altre, quin era el significat
precis que aquests autors donaven a l'expressio "una formula per a
it (x)".Una simple integracio per parts dona que
('x du _ x ` x )
J +Ol )2 log u log x logz x
i, per tant, les formules proposades per GAUSS i LEGENDRE son
asimptoticament equivalents. L'esforc necessari fet per ambdos
autors per arribar ales conjectures anteriors fou enorme. Horn sap
(v. [18]) que GAUSS construi una taula amb tots els primers fins a 3
106, compta gwants n'hi havia a cada miler i compara els resultats
obtinguts amb els valors presos per la funcio Li (x).
[4631
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En dos importants treballs [39 ], [40] publicats el 1848 i el 1850, res-
pectivament , (-EBYSEV demostra que si el limit
lim
it (x) log x
X--* OCI x
existia, llavors era necessariament igual a 1 i, a mes a mes, que exis-
tien constants A, B per a les quals
x x
---- n(x)-< B
log x log x
per tot x suficientment gran.
L'afirmacio
x
n(x)^ logx
(x-*cc)
o la seva equivalent it (x) Li (x), que es coneguda com a teorema
dels nombres primers, no fou provada fins l'any 1896 per HADA-
MARD I DE LA VALLEE PousslN, de manera independent.
RiEMANN, en la memoria de 1'any 1859 abans esmentada, fou el
primer a descobrir la connexio que hi havia entre la distribucio dels
zeros de la funcio ^ i el comportament de it (x).
Si definim
1 1 1
W
=
I E -+ E ,J ( ) 2 p"<x n p^<x n
les funcions j (x) i it (x) estan relacionades per mitja de les igualtats:
Jx)=mx)+ 2 rz(x112)+ 3 n(xV3)+... + nn (x11°)+...
[464]
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T< (x) = J (x)
- 2 J (x "/2) - 3 J (xI /3) - 5 J (x1 /5)
+
-
J(xvb)+... + µ(n) J(xI/n)+...,
on horn dedueix la segona a partir de la primera per la formula d'in-
versio de MOBIUS. Observem que, per cada valor de x, la formula
que dona it (x) conte unicament un nombre finit de sumands no
nuls.
RIEMANN, fent us de 1'Analisi de FoURNIER, arriba en la seva
memoria a la seguent formula per a j (x):
du
J (x) = Li (x) - E Li (xP) - log 2 +
f
J
z
(x> 1) ,
p x u(u -1)logu
on el sumatori s'esten a tots els zeros p de la funcio C situats a la
banda critica; l'ordre de sumacio es el donat per I Im p I creixent, i
cal tenir-lo en compte, puix que la serie no es absolutament con-
vergent.
L'aproximacio suggerida per RIEMANN
n (x) Li (x) + E
µ (n)
Li (xvn),
n=2 n
que horn obte per substitucio dels valors de j en la formula que
dona it (x), es molt millor que la donada per it (x) - Li (x). Tot i que
RIEMANN sabia que
it (x) - E
µ (n)
Li (xI/n) = E E Li (xP/n)+ (termes mes petits),
n=1 n n=1 p
no pogue donar cap estimacio del que ell anomena "termes perio-
dics":
N
E E Li (xP/n)
n=1 p
[465]
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De totes maneres, la deduccio donada per RIEMANN de la formula
per a j (x), i per tant la de it ( x), contenia dos punts foscos, dell
quals RIEMANN era conscient (cf. [14], Ch. 1). La demostracio co-
rrecta no fou aconseguida fins a quaranta anys despres.
El 1893 (v. [19], HADAMARD publica un treball sobre la repre-
sentacio de funcions enteres mitjancant productes infinits. Apli-
cant els seus resultats a la funcio E, prova la formula
4 (s) = ^ (O) R ( 1- S) ,
P P
on p escriu tots els zeros de , o, cosa que es equivalent ,. tots els ze-
ros de ^ continguts a la banda critica . Per a fer el producte infinit cal
que cada arrel p s'aparelli amb 1'arrel 1 - p.
MANGOLDT, el 1895 , fent servir la descomposicio anterior
d'HADAMARD de la funcio E, demostra la formula
XP X
2n
yr(x)=x-E - =E -log2lt (x>1),
p 2n
on
y (x) = E log P
P"<x
es l'anomenada funcio de CEBY^EV. L'ordre de sumacio a la serie
XP
P
es aixi mateix el donat per I Imp I creixent. A partir de la formula
anterior aconsegui demostrar que la formula per a j (x) donada per
RIEMANN era correcta. Cal, pero, observar que ni la formula de
MANGOLDT ni la de RIEMANN no eren encara suficients per a establir
el teorema dell nombres primers (si hom no feia us de la hipotesi de
RIEMANN).
[466]
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Les demostracions d'HADAMARD i DF LA VALLFE POUSSIN, del
1896, del teorema dels nombres primers parteixen de la formula de
MANGOLDT i contenen com a resultat clau que ^ ( 1 + it) $ 0 per tot t
FR,t$0.
A [42] DF LA VALLEE POUSSIN demostra , a mes a mes, que
it (x) - Li (x) = 0 (x exp (- c \/ log x)),
essent c > 0 una constant ; per aixo exhibi una regio a la banda criti-
ca lliure de zeros, suficientment gran.
Hom pot provar tambe (v. [14], Ch. 5, § 5) que si 0 es un nom-
bre real per al qual
^ ( s).$ 0, per tot s en el semipla Re (s ) > 0, flavors
Ti (x) - Li ( x) = 0 (xe+E),
per tot E > 0. Tenint en compte el teorema D•HARDY, cal que sigui
- 0-1.
2
Si 0 fos 1, la relacio anterior no ens diria res, pero si hom pogues
provar que 0 < 1, seria considerablement millor que totes les esti-
macions dels termes d'error obtingudes fins ara. Si la hipotesi de
RIEMANN fos certa, hom podria pendre
0=-.
2
Veiem aixi , de forma ben explicita , com els zeros de la funcio zeta
"controlen " el nombre de primers.
3.6. Retorn a Euler
Si invertim la formula del producte per ^ ( s), obtenim, per Re
(s) > 1,
[467]
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Per obtenir aquesta formula avui dia horn avalua la funcio ^ als en-
ters negatius:
5(-n)=(-1)° B^+I
n+1
per n > 1, i el resultat predit per EULER resulta flavors de 1'equacio
funcional.
RIEMANN , en la seva memoria, no dons cap expressio per a ^ (-
n), pero esmenta que (- 2) _ (- 4) _ ... = 0, cosa que en resulta
corn a consequencia.
Sobre els valors que pren la funcio zeta als enters positius im-
parells hom sap molt poca coca. Hom ha provat recentment que
( 3) es irracional.
El resultat d'EULER fou generalitzat per SIEGEL (v. [35] i [36]),
que prova que les funcions zeta dels cossos totalment reals sempre
prenen valors racionals sobre els enters negatius . Aquests son nuls
I solament si - n es parell . Aixo permet de deduir certes propietats
de congruencia lligant aquests valors , les quals son la base de la
construccio, per interpolacio, de les funcions zeta p-adiques de
KUBOTA I LEOPOLDT, en el cas abelia [24], i DE SERRE en el cas general
[33].
Esmentarem finalment que la natura dels valor presos per la
funcio zeta als enters parells > 0 i als enters imparells _ 0 queda
"explicada " dins la teoria general de motius de GROTHENDIECK i DE-
LIGNE(Cf. [10]).
4. ELS ORIGENS DE LA TEORIA DE PARTICIONS
Qui autem actu omnes partitiones dinumerare voluerit,
non solum in immensum laborem se immergit, sed omni
etiam attentioine adhibita vix cavebit , ne turpiter deci-
piatur.
L. EULER, [9].
[469]
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En una carta datada el 1669, LLIBNIZ pregunta a BERNOULLI Si
no s'havia preocupat mai d'investigar de quantes maneres diferents
un nombre podia esser escrit com la suma de dos, de tres, o de mes
nombres. Hi comenta que, si be el problema 11 semblava dificil de
resoldre, el creia important. Aquest tema fascina EULER, que, amb
tota justicia, pot esser considerat el fundador de la teoria correspo-
nent. En el treball [9] del 1750, Departitione numerorum, i en una
serie de treballs posteriors, EULER s'ocupa del problema i obtingue
una serie d'identitats remarcables.
Donat un sencer positiu n, indiquem per p (n) el nombre de
maneres en que podem escriure n com a suma de nombres positius
n. Ex. p (4) = 5, p (5) = 7, puix que
4=3+1=2+2=2+1+1=1+1+1+1,
5=4+1=3+2=3+1+1=2+2+1=2+1+1+1
=1+1+1+1+1.
Posem p (0) = 1; EuLER considers la serie
00
i s'adona que
x 1
E p (n) x"
n=0
R = E p(n ) x" (per Ixl <1).
m=1 1-x"' n=0
La igualtat anterior es pot veure, formalment, de la segiient mane-
ra. Desenvolupant el producte mitjancant series de potencies obte-
nim
m 1
n = (1 +x+x2+...)(1 +x2+x4+...)(1 +x3+x6+...)....
m= 11-x'
[470]
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Si multipliquern els termes de la dreta i els agrupem segons les po-
tencies de x, corn si fossin polinomis, obtenim una serie del tipus
x
1 + E a (k) xk.
k=1
Suposant que prenem el terme xki de la primera serie, el terme xk2
de la segona , ..., i el terme xmkm de la m - esima serie , on cada k; ^-- 0,
llur producte donara:
xk1 x2k2.... Xmkm = xk'
essent k = k' + 2k2 + ... + m km. Aixo tambe pot esser escrit en la
forma
(k, (k2 (km
k=(1 + 1 +... + 1)+(2+2+...+2)... +(m+m+... +m).
Veiem d'aquesta manera que cada paarticio de k donara lloc a m
d'aquests termes i, per tant , el coeficient a (k) de xk coincidira amb
p (k). Facilment el raonament anterior es trasformat en un de rigo-
ros, si I x I < 1.
Com a consequencia d'una formula similar a l'anterior EULFR
troba la seguent relacio recurrent per al calcul de p (n):
p(n)-p(n-1)-p(n-2)+p (n-5)+p(n
-7)+... =0.
Si invertim el producte anterior , obtenim
x x
[I (1- xm) = 1 + E (pt ( n) p° (n)) xM
1
n
1
on pl (n ) indica el nombre de particions de n en un nombre parell
de parts desiguals, i p,, (n ) el nombre de particions de n en un nom-
bre imparell de parts desiguals . EULFR demostra que la desigualtat
[471]
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p1 (n) $ po (n) estava estretament relacionada amb els nombres pen-
tagonals. Si
3 n2-n
(o (n)
2
indica el n-esim nombre pentagonal, i poseur
3n2+n
o)(-n)= ,
2
llavors el celebre teorema D'EULER sobre els nombres pentagonals
s'expressa mitjancant la igualtat:
cc
II (1-xm) = 1-x-x2 + x5 + x7-x12-x15 + ...
ni = 1
00
= 1 + E (- 1)n (x°(n) + xw(-n))
n=1
00
= E (-1)nX°(n).
n =-00
Com moltes altres funcions aritmetiques, per exemple
t (n), c (n), 6k (n), ^ (- 2 n - 1),
la funcio p (n) pot esser definida mitjancant els coeficients de for-
mes modulars. Si fern
00
ri (z) = e''Z"12 II (1-e2n;mz), Im z > 0,
m=1
obtenim una funcio analitica en el semipla superior que satisfy
1'equaci6 funcional (v. [3])
az + b \
cz+d J =w
cz+d ro(c),
[472]
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per Im z > 0, essent w una determinada arrel 24 de la unitat que de-
pen de a, b, c i d, pero que no depen de z. A menys de productes
per escalars rl (24 z) es 1'6nica forma parabolica de pes 1/2 amb ni-
vell < 900. La funcio de particio es recupera mitjancant la formula
71 -1 (z) _ p (n) eeni [n-1,24]
n0
Despres d'EULER la contribucio mes important a 1'estudi de la
funcio de particio p (n) fou la feta per RAMANUJAN. El 1917, G. H.
HARDY i S RAMANUJAN, mltjancant l'anomenat metode del cercle,
feren una estimacio de la integral
n
I F (z)
dzP()_
2Tti C, Zn+1
on
x
F(z)= Il (I-zm)-l,
m=1
i Cr es el cercle I z = r amb r < 1, i obtingueren aixi la formula
asimptotica:
eK '
P(n)= 4Vn (
(El metode del cercle posteriorment emprat per HARDY I LITTLE-
WOOD en relacio amb el problema de WARING). Una formula exacta
per a p (n) fou obtinguda per RADEMACHER el 1937 (v [30]).
Una de les descobertes mes importants fetes per RAMANUJAN
sobre p (n) es la de les congruencies que aquesta funcio satisfa. MAC
MAHON, per mitja de la formula d'EULER del calcul recurrent de p
(n), havia construct una taula amb els valors de p (n) per a n - 200.
Per observacio directa de la taula RAMANUJAN intui que
p (5 m + 4) = 0 (mod 5),
[473]
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p(7m+5)=0 (mod 7),
p (11 m + 6) = 0 (mod 11).
Fent servir , d'una part , la funcio generatriu donada per EULER
per a p ( n) i, d'altra part , la formula obtinguda per JACOBI
00 1 x
U
(1-Xm )3= - E (-1)°(2n + 1)x°("+1)12,
M=1 2 -M
on els indexs
1
2
n(n+1)
descriuen tots els nombres triangulars, RAMANUJAN acconsegui de-
mostrar les dues primeres congruencies.
Ws endavant , RAMANUJAN formula la conjectura segiient:
Si
5a . 7b . 11` i 24 1 (mo 6)
llavors
p(m6+k)=0 (mod 8).
Un moment de reflexio posa en evidencia que n'hi ha prou provant
la conjectura per als valors de
6=5a,7b111`.
La conjectura anterior fou Ileugerament corregida per WnT-
SON 1'any 1938, car la corresponent afirmacio, tal com la feia RAMA-
NUJAN, en el cas 6 = yb, no era del tot correcta. En la seva forma de-
finitiva les congruencies quedaren finalment demostrades en el tre-
ball [2] d'O.L ATKIN, del 1967.
[474]
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La recerca de congruencies entre els valors presos per fun-
cions aritmetiques ha estat constant des dels temps de RAMANUJAN
fins als nostres dies (cf., per exemple, [27]). El 1967 SERRE enuncia
una conjectura, provada mes endavant per DELIGNE, que associava
a certes formes paraboliques
f = E T (n) e2nin7
n=1
de pes enter k un sistema de representacions l-adiques:
PL: Gal (KL I Q) - GL2 (Z'),
tals que
Tr (Pt (FP)) = T (p),
det (Pi (FP)) = pk-1,
per tot primer p $1. Ad Ki indica 1'extensi6 maximal de Q no rami-
ficada fora de 1 i FP, l'element de FROaENIus de p. Un estudi de Im
psi en particular de les seves reduccions modul l ha permes a SwIN-
NERTON-DYER (v. [38]) explicar el perque de les congruencies per
certes funcions (cas dse la T), caracteritzant tots els primers per als
quals n'hi podia haver.
Amb relacio amb la teoria de particions, una altra relacio fou
descoberta i provada per EULER referent a la funcio suma de divi-
sors. L'any 1751, a [11], EULER havia observat que la funcio f n,
igual a la suma de les parts aliquotes d'un nombre n (normalment
representada avui dia per a (n)) satisfeia la igualtat:
f n = f (n-1)+ f (n-2)-f (n-5)-f (n-7)
+ f (n - 12) + f (n - 15) - f (n - 22) - f (n - 26)
+ f (n-35) + f (n-40)- f (n-51)- f (n-57)
+ f (n-70) + f (n - 77) - f (n - 92) - f (n - 100) + etc.,
[475]
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on f 0 es fa igual a n sempre que surti a la formula. EULER observa la
semblanca d'aquesta express16 amb el seu teorema sobre els nom-
bres pentagonals
R(1-xX)=1-x-X2+x5+x7-x12-c15+
+ x22 + x26 - x35 - x40 + etc.
En el treball esmentat es dedica, partint de la certesa de la for-
mula per a f n, a obtenir una serie de notables identitats i fa, tot se-
guit, el comentari seguent:
Ce raisonnement, quoi qu'il soit encore fort eloigne d'une
demonstration parfaite, ne laissera pas pourtant de lever
plusieurs doutes sur lafaforme bizarre de l'expression que
je viens d'expliquer.
Tres anys despres, el 1754 (v. [12]), EULER pogue demostrar
que la formula per a f, n era, efectivament, correcta. El seu treball,
curt pero de dificil contingut, fou qualificat com ein Meisterstiick
perJACOBI.
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